DEUXIEME EPREUVE 


Commentaires: 


La présence des séries de Fourier, dans l'énoncé, a semble t'il perturbé 
beaucoup de candidats. Les théorèmes à utiliser dans le problème étaient le 
théorème de convergence quadratique, ou théorème de Parseval, pour les 
fonctions périodiques, continues par morceaux, et le théorème de convergence 
ponctuelle, ou théorème de  Dirichlet, pour les fonctions périodiques, 
continues, de classe c par morceaux. 

Comme l’indiquait le préambule, les candidats avaient la possibilité de 


traiter les parties I.A et III qui ne comportaient pas de séries de Fourier. 


IA. Une intégration par parties permet de montrer la convergence de 


HD . 
l'intégrale Ï et dt. La partie I.A généralise cette méthode. 
I 
L'erreur suivante figure dans de nombreuses copies: 
Fe ft) dt | < M (ne dt , or on 
1 1 
-œ 


a «>l, donc l'intégrale Ï t'* dt converge et par suite (!) l'intégrale 
1 


"la fonction f étant bornée par M on a : 


Ï t°® f(t) dt converge " 
1 
A la question I.A.3ii beaucoup de candidats ont montré que si l'intégrale 


rO) 
! rc dt converge alors f If(t)! dt-0 , peu ont conclu à la nullité de f. 
l 0 

I.B. Des erreurs dans le calcul des coefficients de Fourier de @ ont 


conduit à des valeurs inexactes des sommes des séries [ vw et | 1/n° . Il 
n= | n=l 


convient de remarquer que l’utilisation d’une calculatrice permet une rapide 


vérification de la vraisemblance des résultats obtenus. 


ITA. En général, les théorèmes sur la dérivation et intégration de la 
limite d’une suite de fonctions ont été utilisés correctement. 
IF.B. Le passage en coordonnées polaires, dans une intégrale double, est 


une technique qui devrait être connue par les candidats, cette méthode est 
+00 
utilisée classiquement pour le calcul de l’intégrale [ exp(-x?) dx. 
-© 
III. Cette partie n’a été que peu abordée. 


La méthode de la majoration du reste d’une série alternée permettait d’établir 
lPinégalité A.l., il fallait cependant justifier l'utilisation de cette 
méthode par la décroissance vers o de la valeur absolue du terme général de la 


série. 


CP 


Corrigé 


I.A.1. f est continue périodique, donc bornée (par M). 


L’inégalité "D = _ montre alors la convergence absolue et donc la 
t 


convergence de lintégrale pour «>. 


I.A.2.i) Soit F une primitive de f, alors on a: 


+27 # 
F(x+27n)-F(x) = [ f(t)dt= [ f(u)du. 
x 0 
Ainsi F est périodique si et seulement si AU) L 


ïüi) La fonction f définie par f(t) L f#O-c (N vérifie CAC D) = 0, donc 
elle possède une primitive F 2x- périodique. On a donc pour tout X > 1 : 


ji Ho FCO [ # Ft) j 
ie … 1 


æ 


F est bornée et 1+B>1, d’où la convergence de l'intégrale d’après I.1. 


|: f{t) - c o® c0 
LA.3.) On a : tin nf Æ CO à. of % di dt, et [ di 


CO he 
(#) 
| ft)  . Co 18 . ft) 
diverge, donc [ TE dt © TE X °° si O<B<l, et 4 dt = c (Din X 
FOI 
ii) D’après ce qui précède l'intégrale [ Ft dt converge ssi CAGE = 0, 
1 
or f est continue donc A QE D) = 0 équivaut à f= O0. 
e LP hs LT Le" 2 
ii) Ona: — Join ét => | foin t|dt = — join t|dt = =, 
27 Û 27 $ T 


donc [in qe s Zn x 
0 +0 TH 


L.B.1.i) f est continue par morceaux, donc d’après la formule de Parseval la 


+00 LL4 
série Y ÉOIR est convergente de somme _. (l |f(t)| at. 
Kk=-0o0 0 


ii) Soit 0 = XX ,< TX = 27 une subdivision de [0,27] telle que la 


restriction de f à [x »x ] soit de classe es 


p+l 
En intégrant par parties on a : 


X Xx 
p+l £ ss LX p+l L 
k Î fe Xt dt = [ire Xt] P*1 à [ f' (Det 
x * x 
-ikx P 


P 


En sommant de O0 à n-l, les fx Je se réduisant 2 à 2 ; donc : 


2 
k be Fkdt = il f'(be*Xt dt, d'où : c.(f”) = ike (D. 
0 0 k k 
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+00 
L’argument précédent s'applique à f’, d’où la convergence de Y k|c (D/°. 
-œ@ 
l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne : 
+N +N 1 +N 1 1/2 +N 2 2 1/2 
È lwoi=s eos [5 +] {5 loi . 
E où E ù N E - N k k=-N 


d’où la convergence de la série et la majoration : 


+00 œ ñ 1/2 1 4 2 1/2 
EL I @ = le + Ë D !) ( | EAO] at) | 


Pour tout entier N>1 


É- k? 
1 FT 2 ik 1 | 1 ui äkt 
LB.2. Ona c(6) = = (à 8 et dt = 2 C0’) = [. 2t eXt at 
d'où e.(6) = —L fr eX + n e* = L 2C1Ÿ pour k + 0. 
k 2 k? 


ak 


0 
8 est continue et de classe 3 par morceaux, donc d’après le théorème 
de Dirichlet, la série de Fourier de 6 converge (uniformément) vers 6. Ce qui 
donne pour te [-x,+n] : 
2 k . : 2 œ 
ms se + Y 20) ee . es : s à (C1 4 cos kt ; 
1 Kk k=1 k 
co CD! _ ® ! Ê 
On a donc pour t=0: 35 = j5 > Pour CE: Se 
k=1 k k=1 k 
T° 4 1 + 4 r 
De plus la formule de Parseval donne : = +2 À — = t d=—, 
9 4 DT 5 
k=1 k 
en r° 
d'où : } — =: 
4 k* 90 


1.B.3. L’inégalité obtenue au I.B.1.ï) donne d’après le théorème de Dirichlet 


1 L14 +0 ikx 
[fX) - 5x [ fbat |? =. EL c (De k 


Ô 
+0 . +0 2 2 4 
orona: |} c (De |? < | y EC) < ee [ Lu (t)| dt) 
6° zô . 
2 


L:4 R 4 
d’où : |f(x) - _. [ fbdt |” < ef [f |”. 
2 
| 


LL 4 
On a pour x € [-n,+#n] : |O(x) - L a(t)dt er 
2x û 3 


6 
(Complément: Soit # de classe ce: par morceaux, 2n-périodique vérifiant : 


CT 2 4n* l : 2 nf” 2 
f Ler@l?at =, d'où |a(n - 5) e(bdt|? = As Le’ (t)|?dt. 
9 2n 6 
0 0 0 
il existe x tel que |y(x) - c (@)|? = me c (|g’ 1? 
0 0 ) 3 0 


46 


d’après I.B.1.ii) on a alors : 


ikx 
0 1 }12 2 2,1/2 
| Z c (we = EL I@) = | EL [TG ewl"”? : 
k k 2 k 
k#0 k#0 k£0 Kk k 
de la première égalité on déduit l’existence d’un réel « tel que 
ikx 
0 iæ 
cp) = [c()le" pour k+ 0; 
de la deuxième égalité on déduit l'existence d’un réel p tel que : 
k|c(p)|? = & pour k # 0. 
k < : 
1 3kx, pei* 
— €e = 
2 2 
Les fonctions @ vérifiant légalité sont donc de la forme : 


g(t) = AO(t + t) +  ÀeC, ue, t ER.) 


k(x 0) 
c (8)-e 


Donc pour k£0 on a : (A (2) = pei* 


x 


IL.A.1. Soit a>0. Dès que [in] > on a |g(x+2nn)| < "ts 2 Me. 
27 a a 
| x+ 2nn| (2x| n |-a) 
+00 
pour Xe [-a,+a], ceci montre la convergence normale de D |g(x+27n) | sur 
n=-œ 
l'intervalle [-a,+a], la suite Goes est donc uniformément convergente 


sur les intervalles bornés. 


IT.A.2. Le raisonnement précédent appliqué à |g° (x+27n) | montre la 
convergence uniforme de [CE FES sur les intervalles bornés. Donc G est de 
+00 
classe ci et G’(x) = Y  g’(x+2nn). La périodicité de G est évidente. 
n=-@ 
DE AS -ikt M 
IL.A.3. L'inégalité | g{t}e | < . pour t#0, montre la convergence en 
It| 
+o et -o des intégrales. La convergence uniforme de (Ge vers G sur 
[0,2x] donne : 
nn pe -ikt : D . ikt 
c,(G) = Lim 5x G, (De dt = £im Y g(t+2nn)e dt, 
No 0 No Kk=-N “0 
+N (n+l)r iku (N+lr Sé 
d’où: c (G}=tim à g(u)e” du = ein [ g(uje " du 
N>œ n=-N *2nr No * -2Nrx 
+00 . 
donc: c (G)= g(u)e au. 


© 


+00 
D’après le théorème de Dirichlet on a : G(0) = ÿ c (G), d’où légalité cher- 
-0 ; 


chée. 


IT.A.4. La fonction g définie par g(u) = h(5®) est de classe C et vérifie 


la condition (R}), or : 
2ix 
+00 


+0 +00 - Es kt 2n +00 iku 
2x À g@nm = 2x Y  h(m) et Î h(be dt = 2 | g(uje * qu, 
-00 


n=-œ@ n=-® -@ 
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+00 +00 +00 - eu kt 
donc: à EL h{m)= EX [ h(tJe dt. 
n=-00 -00 


k=-00 
II.B.1. Le passage en coordonnées polaires donne : 
2 2 r 2 2 
( eX + 'axdy = 27 [ e° pdp = n(1-e” ). 
D(r) 0 
2 2 
Pour nr0 on a : Din ce An € D(ry2), la fonction (x,y) — e% #) 


est positive donc : 


2 2 2 
aw(1-e" >| e + 'axdy =] 


22 22 ; 
e® + Vaxdy =] e% # 'dxdy =n(1-e 7 ) 
D(r) A(r) 


D(rV2) 

r 2 7 # 2 > 

Or par intégrations successives On à : Î e% */4x dy = fl e* dx]. 
A(r) -T 


II.B.2.i) D’après B.1 on a F(0) = vn. 


. 2 
La fonction f{(x,y) = ei) est continue, dérivable en y et 


Da 


. (x, y) = -2i(xriy)e est continue sur R°. Donc pour tout n dla 
fonction F est de classe ok et 
+n . ? HE ÿ +0 
F'(N = Î iteripe 9 dx = i[e 9 |, c'est-à-dire : 
-n 
2 2 ; : 2 2 
F' (y) =ie.…e” [2% : 77] = e’ e” ain ny. 
2 Re 
La majoration (pour |y| < a) : [FO] < ee” et la convergence de F (0) 


vers Vr montrent que Œ° se converge uniformément vers 0 sur [-a,+a] et que 
Es . converge (uniformément) sur  [-a,+a]. La fonction F est donc de 


classe e et F’ = 0. 


ü) On a F’ = 0 donc F(y) = F(0) = vr pour tout y, c’est-à-dire : 


+00 _ dix 2 
Î ee Y dx = Re”. 


-©@ 


II.B.3. La fonction  h(x) = e” est de classe . et vérifie la condition (R) 


de II.A, donc d’après l'égalité obtenue en II.A.4 pour À = avr on a : 


2 
Vr _ 
+#® 22 +0 ge 2 DK +00 x 
aÿr Y e SR e” e dx= y re” 
k= -00 k=-0 * -œ k=-o 
2 
rk 
+0 2°:2 +0 
d’où y enr EL y e 
a 
Kk=-0 =-œ@ 
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2 2 

II.B.4. En posant A) = er + on à LP) = (-nk2}P or Le et pour 
2 

tout e>0 on a EP) < mKkP ee pour x Ee [e,+o[. Or pour tout entier 


peN la série Y k ee converge, d’où Ia convergence uniforme sur 
kK=0 
[£,+of des séries Y nee Ÿ est donc de classe C”. 
EE L L Se 
On a Yx)}-1 =2 Y e"°*et e” Fée” donc : 
k=1 
oc TX 
0 < V1 <2 pee 2 0 2 2 (où £im vx) = D. 
k=1 Lee el X->00 
L'égalité obtenue au II.B.3 pour a = vx donne Y(x) = LL Y(-), d’où 
vx 
d@ - = L GO - D ER  -S 2 . 
vx vx VX vxe"T:] 
: : vx 
il suffit pour conclure de remarquer que Lim = (0. 
X= +0 es -] 
s -l)! 
III.A.1. En posant f(u) = £n(l+u) on a fP)(u) = (07°! @-1)! , donc la 
(1+u)P 
formule de Taylor donne pour u dans [0,1] : 
N n + Le I mort 
n+l U N+1) 
|én(l+u) - E (-1) rl = < INT DT =. [ft | = Nu 
En(1+u) PRE LE uN il 
Sur [0,1] on a: (DE CD ner 
par convergence uniforme on a donc : 
L'én(i+u) 7 AS 
7 du (D —— = —; (d’après I.B.2). 
u n 12 
n=} 0 
1 
IIL.A.2. On a (s CH qu -[ HET à dt, d’où : 
1 
nf en(lkt)dt - [ CRT auf & EH) [1 + EJdt < n | et at 
0 
donc: nf en(ixt)dt - Ê ae 
n+]i 
L'en(i+u) n° 
Pour a=0 on a donc Limn [ En(1+t)dt = l MU) qu = M , et si Osaxl 
n>œ0 
œ ar 
on a n É en(ixt)dt < n l tt dt=n ii qui tend vers © quand n —> «. 
0 
2 
D'où imn | (tt - À 
no «x 
IIT.A.3. Si f(1) = 0, pour tout £>0, il existe a € [all tel que : 


[ft)| < e pour tout te [a’,1]. D’où : 


(4 1 
AA < sup ff(t)|.n Ï En(1+t )dt + en [ En(1+t")dt pour tout n, 
[œ, 1] Los LA 
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Î 

en posant M = sup{f(t)}| et M’ = sup n | En(1+t")dt on a donc : 
[x,1} n 0 

n+ 


1 
a’ ; 
[v.l < Mn + eM' pour tout entier n. 


n+ 


IA 


Soit alors n, tel que a" ce pour nzn, on a : |[v | <e(M+M’') pour 


n > n, donc £im v = 0. 
0 n 


n>o 
1 
Dans le cas général on a donc : lim [ n(ftt)-fb}en(1+t")dt = 0, donc 
2 n>® «a 
; T SE a Ca 
Lim "=D f(1) d’après A.2. 
n>œo 
b per: 
III.B.1. On à : jnPl | = n° sup | ft) | [ t'dt < sup | f(t) | n. Fa avec 
” [a,b] a [a, b] 


b<i donc lim nl = 0. 


1 n-i 


n 1 1 n 
III.B.2. [ ET odte Es ar] - [ EH) (pstr t. 
n n n 
a 1+t a a 
n n+]l n 
Or [Ca af(a) < Ÿ— |fa)|, donc “nt ) af(a) = o(), et d’après A.3 


2 n 
f(D+f" (D) n° 


Î n 
En(1+t ) , : 
le ACL) (rtf dt = PM 


+ a: d’où le résultat. 
n2 


III.B.3. Pour azi on a : 


1 Î Î l 
bn bn 1) la 2 fG) 
t f(t) d u du u 
7 dt = = LS = du 
a lt l/a  ] ee u 1b l+u 
u 
n | 1 
b CEE) Wa | | a À y KG) 
donc: Î ——— dt= Î — f(-)du - [ —— du 
a 14° 1/b u 1b  l+u” 


b l/a 
d’où : L = [ f(Udt - [ 
a 


n 
Weeu) du avec g(u) = L fd). 
1b l+u” " sS 


On en déduit donc, d’après III.B.2, l'expression cherchée avec : 


A=u=0 si a>l, et si a=1 À = -g(l){n 2 = -#I)£n 2 
2 2 
= GUHS ) = - À DH (D) 
H=D%E 12 


D'où pour a<l<b , en écrivant L sous la forme: 


1 ,n b ,n 
= [ OO a+ f CO de on a: 
F le 1 14#7 

/ 2 2 
: f(l)£n 2 : f(1)+f° (1) LS 


n n 2 12 
n 


[ f()En 2 nn 
_—. 


, 1 
5 DH (D) + (5) 


n 


b 
; lL ftdt - 
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b 2 | 
soit 1 = |. fat - © (er 0) " CD 


II.B.4Si 7<i, on a : 


Ÿ t Ÿ nt ‘ t 
Î É d= et. [ 2, ao: Î = dt = é-1 + o(=) 
o 1+t° o 1+t” 0 1+t° n 
k e' e {n 2 e nr 1 
Si y=1 on a : Î —— dt =e-i-( - <— --) + o(—), et pour 7>l : 
n 2 6 2 
Oo Î+t n 
% t 2 2 
e = 4 Y e n RES e n 1 
[ nr dt = € -] -(e -1-(e-1) - FE: 3) + “2 = e-! + 2 3. + o(—). 


t 

III.B.S. L'application F (x)= [ © dt croît strictement de O0 à +0, d’où 
ou o 1+#t° 

l'existence de x, par continuité de F 


Fa cf EnGise) , EnGi+e)  t 


On a : [ S_ dt = =| e dt > Ï se dt, donc x >{n(i+a) = 7 
0 à 0 0 1+t° d 


pour tout n. 


+ Si a<e-l, alors «x = e’-1 avec y<l. Pour tout # € ]J0,1-y[, d’après B.4 
il existe un entier n, tel que pour nen, on à : 
nt 


a+€ 
Ï dt = er < Î _©_ dt. Donc J<X <Y+E pour nn, ainsi 

n n n 0 
Oo Î+t 0  1+t 


Lim(x ) = y = {n(l+a). 
+ Si a>e-l, alors quel que soit A>1 il existe n, tel que pour nen, 
nt t 


Î E_ dt=u> | —- dt (cf B.A4 cas A>l) 
d Mt o i+t° 


donc x >A pour nen, et Lim(x ) = +0. 


+ Si a=e-l, on a toujours x > £n(i+a) = 1, et si y>l on a : 


” e‘ T e° e Ê l 
Ï aæ-[ a--5 7 +0 
0 o 1+t° n n 


donc X, £< y à partir d’un rang Le d’où Lim(x ) = 1. 
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